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Abstract. On prouve ici des resultat de bornes inferieures a la 
Melin-Hormander en grandes dimension par la methode du calcul 
de Wick. 

cn ' 

Soit m G I et fc G N, > 1, et A > 1 le parametre spectral; on note 
O ; 

CN ! Definition 1. SoitJ\f m,2k (M n , E) la classe des operateurs pseudo- differentials 

£h ' classiques de symboles p(x, £, A) qui ont la propriete : 

D 

P(x,^,A)u(x) = 

57: (01) // K^p, e, a) exp ^ - y )o u ( y , A)d y n , 

ouue S(R n ) 

(0.2) p(x, £, A) ~ A> m (x, + • • • + A m ~ j p m _j(x, + . . . 

om p m _j G 5(1, r), avec T = |dX| 2 et p m -j(X) = (D(d§ k ~ 2j)+ )(X). 
Avec d-% la distance euclidienne a une sous-variete lisse symplectique 
! de R n © R n , de codimension 2d et done d < n. 

0\ ■ 

{NJ ■ Une condition comme ( 12 .ip est invariante par transformation canon- 

ique et done on peut supposer que 

£ = {(*,£); x" = e = 0}, (*", n € R d © R d . 

On change par souci de commodite les notations et X" devient X G 
R d © M d tandis que la variable le long de S, X n G M n ~ d © R n ~ d est 
notee X n . 
On suppose : 

^ ; Hypothese 1. i) P* = P, p m ~ dff . 

ii) i?n tout point p G E, /e symbole de Wick du localise P p est un 
symbole uniformement avec (p, A, d) elliptique dans S(A m ~ k (l+ 

\z])»G) ouG=^ 

Theoreme 0.1. Sous les hypotheses {Hi), il existe deux constantes 
Co > et C\ > telles que : 

(0.3) (Pu,u) > -C A m '*- 1 ||u|| 2 > pourue S(R n ) 

uniformement pour dA' 1 > Ci et (n-d)< C^ 1 , 

ou bien-sur si d est fixe et A — > oo. 



(N 
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Remarque 1. Quand k = 1 il s'agit du theoreme [3J. 

On effectue comme dans [5] une dilatation pres des caracteristiques, 

(0.4) u(x, x n ) v(y, y n , A) = u{A^ l ^ 2 y, y n )A~ d ^ 4 , dans le domaine 
E e = {(Y,Y n ); \Y\ < eA 1/2 , Y n G V( Po )}, (Y, Y n ) eK n ©l" 

En effet, lorsqu'on change x en A 1//2 x, £ est change en Ar 1 ^ 2 ^ mais 
comme on quantifie le nouvel operateur pseudo-differentiel en Weyl- 
(1,A), c'est que £ devient A 1//2 £, on retrouve done une bonne ho- 
mogeneite, et c'est le symbole de Weyl qui est transforme exactement. 

1. L 'argument de Melin-Hormander en dimension n. 



(1.1) {Qv)(y,y n ,A) = JJ q(°^-, V ,A)v(y,A) 

exp [i(x - y)rj + A(x n - y n )Vn] dy n dr] n f^rj 

oug(F,y n ,A)=p(A- 1 / 2 F,y;,A). 

On rappelle que L. Boutet de Monvel [T] a introduit pour m, k G R la 
classe : 

(1.2) S m ' k (R n ,Z) = 

{/ G C°°(M n ); \D» x D%JX,X n )\ < A m d k -%X,X n )} 

avec dj;(X,X n ) = A~ l/2 + 

La metrique correspondante [2] est 

\dX\ 2 

(1.3) 9x=^p + MX„| 2 

Le poids est m(X) = A m d\ z {X). Done la dilatation produite en (14. 8 j) 
produit la classe 5(A m - fc / 2 d(F) fe , #) pour /(Y, F n ) = /(A~ 1/2 Y, F„) avec 

(1.4) rf a (F) = (a 2 + lYf) 1 / 2 , et ^ y = ^-L + |dK„| 2 , avec a = 1. 



On voit facilement que 



(1.5) \d a (X + Y) - d a (X)\ < \Y\, | ay d — ' - 1| < 5a ,x(y) 

Done les metriques g a sont lentes des que a > 0. 
Puis : 
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La temperance resulte done de la lenteur et de h a < 1 qui est assuree 
des que a > 1. 

(1.7) h a (Y) = niax(C 2 , A" 1 ) 

a; = cry + A _2 o"y n , et done 
(1 ' 8) & = d 2 a \dY\ 2 + A- 2 \dY n \ 2 > min(d-\A- 2 )g a 

II faut done que d a (Y) > 1, ce qui donne bien a > 1. 

Une autre remarque est que si f(X,X n ) G .5(1, T) alors f(Y,Y n ) G 
S^l, A _1 |rfF| 2 + |rfF n | 2 ), il faut done imposer aussi la condition A -1 < 
Cid~ 2 , soit aussi , ce qui impose de se limiter a une zone comme E c et 
de prendre aussi 1 < a < CA 1 ' 2 . Alors / G 5(1, V) =>- f G S(l,g), au 
mo ins dans Ec- Et done h a ~ d~ 2 . 

Le calcul mixte d de classes S(m, g a )#S(m' 'g^) C S(mm' , g min ^ b )) 
et /i„ )6 ~ d^d^ 1 . 

Si on part de / G S(rh,gi), alors / G S^m, (7 A i /2 ^), avec m(F) = 
m(A-V2y). 

(1.9) / G S(A m <s M ) =► / G S(A m ^ 2 dl A1/2 ,g A1/2fl ) 

En particulier si / G S a = S((X) a , S), alors / G S(c/° 1/2 A- Q / 2 , # A i /2 ). 

Ce qui fait que si / G S(R d © M d ), / G fl^R- 5(^ 1/2 A'"/ 2 , <7 A1/2 ). 

Comme on peut toujours partir d'un probleme microlocalise au sens 
usuel pres de £ on sera toujours pour q(Y, Y n , A) dans la classe : 
(1.10) 

q(Y,Y n ,A) G f| S(d; A1/2 A m -^ 2 ,g^ A1/2 ) d ^7^(R n ,E) avec fi = 1. 

On choisira convenablement fi > et une partition de l'unite (X/Jmsa^ 
X M G 5(1, <fc), telle que 

X) = Co Co e C °°(R" © r»), 

(1.11) 

Co = 1 pres de (0,po) et est supportee pres de ce meme point. 

On aura done remplace q(Y, Y n , A) par q u = xa,h1 ave c Xa,^(^ ^n) = 
X 2 (A~ 1//2 F, F n ) oil les son t donnees par fll.lip . Le nouveau grand 
parametre de deuxieme microlocalisation est de la forme v = A 1//2 /i, 
avec v grand et /i = A -1 / 2 z/ petit. 

Si £ < 1, on peut former le developpement de Taylor a l'ordre N 

(1.12) f(Y,Y n )= ^Dif(0,Y n )Yi+R N ((f)Y,Y n ) 

avec J R JV (/)(r,r„) = jf 1 J D» f(rY,Y n )Y N dr. 
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Comme Y G S(d a , g a )Wa; et que si / G ^(ljT) alors 

(1.13) VC > dans E c , R N (f)(Y,Y n ) G S(A~ N ^ , g a ). 

Si maintenant / G W m ' 2/ \ alors R N (f)(Y,Y n ) G S(A m ^ N/2 d^ , g a ) et 
l£/(0, y n ) = pour j <2k — 1, done 

(1.14) /(y,y„)= E «i(/)(o > y„) + i2j V (/)(y;y n ) 

2k<j<N-l 

Les conditions d a < CA 1 / 2 entrainent alors que f(Y, Y n ) G S{k m ~ k / 2 d k a , g a ) 
et i? iV (/)(F,F„) G S(A m ~ N/2 d^,g a ) pour tout iV et £,-(/) (0, Y n ) = 
pour j < 2k. 

(1.15) 

g (y,y n ) = X) [ X ^(?m-z)(o,y„) + ^(g m -,)(y,y n ) I + 

0<Z<fc \2(fe-0<j<JVj-l / 

Qm-k-1 + • • • + q m -k~M + • • • 

Si on choisit Ni = 2{k — I) + 1 dans (14.171) . on obtient : On a done 
Proposition 1.1. Si P G J\f m,2k alors 

(1.16) g(yy„)= X (^mIuKC^ + ^h+iIuK^J) 

0<2<fc 

+ Qm-k-l + • • • + q m -k-M + ■ ■ ■ 

et done 

(1.17) g(yy„) = 

X (^2( fc -o(^-0(o,y) + % fc -o + i(^-0(yyn))+^(A m ^ 1/2 C +1 ^a) 

0<Kfc 

ou a est arbitraire pourvu que 1 < a < A 1 / 2 . 

Le Corollaire de (14.191) a l'aide des arguments de seconde microlocal- 
isation evoques plus hauts conduisent au theoreme optimal [5J suivant: 

Theoreme 1.1. Sous les hypotheses : 

Hypothese 2. i) P* = P, p m ~ c?| fc . 

ii) i?n font pomi p G E ; I'operateur localise P p > swr L 2 . 

on deduit : pour tout n EN, il existe C n > teZ gue 

(1.18) (Pu,u) > -C n A m - fc - 1/2 || M || 2 Vw G «S(R n ). 
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2. ESPACE DE FOCK ET CALCUL DE TOEPLITZ 



On travaille directement sur l'espace de Fock commutatif d'un espace 
de Hilbert complexe LL de dimension quelconque, dont on supposera 
qu'il est le complexifie d'un espace de Hilbert reel Hi separable. 

On note \z\ la norme de H et pour k e N, l'espace Wk = ®kFL, et 
Vk le sous-espace engendre par les tenseurs symetriques, l'operateur de 
symetrisation total opere bien de W k ® Wi dans V k+ i est a bien pour 
norme 1. 

Si n = dim if il est clair que dimV^ = ,// ! = 0(N k ) quand n — > 
oo. Done plus la dimension N augmente plus Vk verra sa dimension 
augmentee avec k. 

L'espace de Fock F(H) = (B k Vk avec la convention de somme hilber- 
tienne : 



(2.1) $ = *kev k * k (z)= J2®<*~w 

k \a\=k 

etdonc ||$f = V |$ a | 2 = I \§{z)\ 2 dv'{z) 

Dans (12. ip . v' est la mesure gaussienne sur H de variance 1/2, v' = 
exp(— \z\ 2 ) L ^ quand dim if = n. 

Done F(H) = L 2 (H, u') fl £, ou £ est l'espace des fonctions entieres, 
avec juste une convention a expliquer quand dimH = oo car H est 
de mesure nulle dans L 2 (H, u') et done ne peut avoir veritablement de 
fonctions continues et entieres les simples polynomes comme \z\ 2k etant 
presque partout infinis des que k > 1 ce qui est la source veritable des 
infinis de renormalizations. 

II y a bien un projecteur orthogonal de L 2 (H, v') sur F(H) note par 
7r donne par la formule de la TFBI [7j : 



(2.2) nf(z) = / f(w, w) exp(zw)dis ; (w); 

Jh 

7r(/) = / si et seulement si / est holomorphe 

e z = exp(zw) est bien pour z G H est dans L 2 W et done la il n'y a plus 
d'ambiguite de differentiabilite. e z est l'etat coherent en z. 

La e'est purement L 2 car une difficulte connue (calcul de Malliavin 
par exemple) est que ir n'a plus de raisons d'operer dans LP . LP pour 
p 7^ 2 est done une autre theorie. 

On peut definir des operateurs non triviaux dans F par la formule : 

(2.3) = ir {a anti - wick ^) ou a anti ' wick e 

\\A\\ < ||a aTl * l_ ' ii ' icfc ||ioo avec une inegalite stricte en general car F 
n'engendre pas L? . 
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Nous dirons que a anU ~ w est l'anti-symbole de Wick de A, il est 
bien sur uniquement defini par (14. 8 p on note alors A = ^ a antl ~ mck 'j w e t 
on definit le symbole de Wick 

a wick (z,z) = n(a anti - wick )(z,z). 

7T est encore une TFBI a deux variables cette fois que l'on restreint a 
la diagonale {(w, z) e H x H;w = z}, a wtck (z,z) est lui bi-holomorphe 
et dans L 2 (H, u') ®L 2 (H, v 1 ) n£i, cette fois S\ est l'espace des fonctions 
bi-holomorphes en (z,~z) et on a aussi l'autre egalite : 



(2.4) / \a wick {z,w)\ 2 du\z)du\w) = \a anU - wick {w,w)\ 2 du'{w). 

JHxH JH 

Soit %k,i le polynome d'Hermite obtenu par la formule : 

k i 

(2.5) exp(-\z + w\ 2 ) = ^(-l) fe +^( W ,IU)^exp(-| W | 2 ) 



Les polynomes d'Hermite obtenus par (14. 10p sont deux a deux or- 
thogonaux dans L 2 (H,i>') et les B^,i = T-Lk^kHl) -1 ^ 2 sont la base or- 
thonormee de L 2 (H,i>') obtenue par orthonormalisation des z k z l . II 
resulte alors de (14. lUp que 



(2.6) 7c(f)(z, z) = exp(—\z\ 2 ) J f(w,w)exp(zw + zw)dv'(w) = 

J2(~ i ) k+l f f(w,w)w;i(w,w)^dv\w) 

= Y.(- l ) k+l ^j0pi °* /w = (f^k,l) 
Ce qui prouve (14. 9 p et aussi que : 

(2.7) *(/)(*, z) = fflq>(W(z,*) = J] ^d e Mf{z,z) 

6»eN N 

La formule ( 14.121) s'inverse par : 

(2.8) = e W (-dzd z )f(z,z) = £ (-l)M i##r(/)(*, S) 

Les formules ( 14. lip et (I4.12p . montre que si l'operation / — )■ ff(/) ne 
pose pas de probleme, l'operation inverse ne se produit pas dans les 
distributions temperees. 

Le calcul du compose C de B et A] oil B et A sont des operateurs 
ayant pour anti-symboles de Wick respect ivement les fonctions b antl - mck 
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et a antl wlck i au mo ins formellement C est lui donne par la formule : 
(2.9) 

J2^tr(Dib^— k ) ® {Dia anti - Wick ){z,z)). 



c anti-wick, zt) 



j6N J 



La formule ( 14.1 4p est exacte quand a antl wlck ou b antl wlck est un 
polynome. 

3. Operateurs de creation et d 'annihilation dans l'espace 

DE FOCK. 

Avant de regarder des operateurs de Toeplitz abstraits on considere 
les annihilateurs a k = D k et les createurs a* = z J . On definit un espace 
de Sobolev 

Definition 2. Soit s G R, l'espace de Sobolev F S (H) est I 'ensemble 
des $(2) G £ telles que : 

z a 

$ = ]T g 14, = ^ $ Q — 

(3 fc M= fc 

e* Ml = ^l$fc| 2 (l + ^) s < 00 
On constate que 

Proposition 3.1. a k G C(F s ,F s ~ k (g) 14) ||a fc || < sup g>fc (l + q — 

Done par passage a l'adjoint : 
Proposition 3.2. a* k G £(F S <g) T4,F s ~ fc ) et \\a* k \\ < sup 9 > fc (l + q - 

On peut construire des oscillateurs harmoniques d'ordre m par 
A = } j a* k a k)l a u a k) i G C(Vi,V k ) 

(3.2) k+l<m 

et ainsi A G C(F\ F s ~ m ) pour tout s G R. 

II est facile de voir que Ton constitue ainsi une algebre d'operateurs 
differentiels a coefficients polynomiaux et que les symboles principaux 

(3.3) a m (z,z)= tr z m ® a ktl z® 1 

k+l=m 

se multiplient, et que A* a pour anti symbole de Wick la fonction 

op/nti—wick 2) 

Quand dimiJ = n, l'anti symbole de Wick de A(z,D z ) est donne 
par la formule : 

(3.4) a anti - wick {z,z) = ^— j^tr T D T z D^a wick (z,z). 

fc+/<m,r<min(fc,/) 



II resulte de (14.71) = que pour 0<p<ketO<q<l 

(3.5) \\DmMz\z l ))\U(v P ,v q *) < C\z\ k+l -v-o 
D T z D^A{z,z) G C(V T ,V*), la dimension de V T etant dimK = = 

(3.6) tr D T z DLA{z,z) = 0{\z\ k+l - 2T n T ). 

Remarque 2. Quand k = 1 et I = 1, c'est I'oscillateur harmonique; il 
y a deux termes (az,z), a G C(H) se comporte comme \z\ 2 quand a est 
inversible positif, et a done une norme L\ oc egale a n, le deuxieme terme 
est tr a ~ n; Us ne se compensent pas, meme en moyenne quadratique 
puisque la norme L 2 vaut : 
(3.7) 

„ „ n n 

/ \(az, z) -tr a)\ 2 dv' (z) = | V \jH (Mj) \ 2 dv' (z) = V X 2 > n\\a\\ 2 
Jh Jh j=1 j=1 

4. Calcul symbolique de Toeplitz 

Soit 6 G C soit N e l'operateur d'anti-Wick n e = (\z\ 2 + n)f G 
^((n^ + lzD^G)). 

On introduit done la translation symplectique unitaire, ry est l'operateur 

(4.1) r y = (a Y ) anti ~ wik oil a Y {Z,Z) = exp(i(YZ + YZ) + i|F| 2 ) 
Et done : 

(4.2) Ty O Ty 2 = Ty+y, exp (-«t(1i, F 2 )) 

lorsqu'on identifie Y = (y + irj) G C n avec K = (y, 77) G lR n © lR n . 
Soit 

(4.3) f arai ~ wick (Z 1 1) = J exp (i(FZ + ZY) + ^|F| 2 )m(r)dF 

Alors 
(4.4) 

p = ^anti-wickyick = J TYTn (Y)dY = J r Y m(Y) exp (~ \Y I 2 ) (2tt) - n dY 
puisqu'on posera 

(4.5) m(Y) = exp (^\Y\ 2 )m(Y)(2n) n 

avec une fonction m(Y) G L 1 (IR n ©IR n ) , la superposition F des Tynn{Y)dY 
donne un operateur 



(4.6) 



F = J TYm(Y)dY de norme < 1 

des que J \m(Y)\dY < 1 on encore si 1 1 t^z 1 1 ^.00 < 1 



Composant deux operateurs donnes par les formules (14.61) et relatifs a 
deux poids m 4 et m 2 integrables on obtient par composition l'operateur: 
(4.7) 

F 3 = F 1 oF 2 = [[ r Yl+ y 2 exp(-ia(Y 1 ,Y 2 ))m 1 (Y 1 )m 2 (Y 2 )dY 1 dY 2 



Au moins formellement 



(4.8) F 3 = ^f^y nti ~ wick Y ick 



1. 2^ 



ou f 3 (Z, Z) = J J exp (i((Y! + Y 2 )Z + (Y 1 + Y 2 )Z) + 7^1 + Y2 

exp {{-ia(Y u Y 2 ))m 1 (Y 1 )m 2 (Y 2 )dY 1 dY 2 

On ecrit l'integrale (14. 8 p sous la forme : 

(4.9) f 3 (Z,Z) = j exp(i(Y 3 Z + Ytf) + l -\Y 3 \ 2 )dY 3 
mx(W 3 + y 4 )) exp («7((r 3> n))m 2 (^F 3 - Y 4 ))dY 4 . 

avec F 3 = Yi + F 2 et Y 4 = §(Y a - F 2 ), si 

(4.10) m 3 (Y 3 ) = y mi(iy 3 + n)m 2 (^F 3 - F 4 ) exp (^(F 3 , Y 4 ))dY 4 

Pour monter que l'integrale (14.101) converge vers vers une fonction 
temperee en exp ||Y 3 | 2 m 3 (Y 3 ) on a besoin d'extension dans le complexe, 
on revient done a la notation de Y = (y,rj) G M n © M n , et on fait des 
prolongements dans C n de y et 77. 

On deforme done simplement le contour d'integration de 

On suppose que 

i) La fonction rh(y, rf) se prolonge en une fonction holomorphe et 
bornee dans le domaine de C n © C n : 

(4 n) V e = {(y, V ), \3(y, V )\ < (6 2 + |<%,7?)| 2 ) 1/2 } 

pour un nombre positif 6 a preciser. 

Soit IY 3e le contour d'integration 

(4.12) y 4 = y 4 + isrj 3 , f\ 4 = r] 4 - iey 3 

Les fonctions rhj(^Y 3 ± Y 4 )) sont bien holomorphes dans le domaine de 
deformation de contours si |e| < |. 



Sur ce contour les exponentielles de ( 14. lip deviennent oscillantes et 
on a : 

1 f 1 

(4.13) m(Y 3 ) = exp (-|y 3 | 2 ) / mi(-Y 3 + (y 4 - ier] 3 , fj 4 + iey 3 )) 

m 2 (^Y 3 - (y 4 - ie?73, 7? 4 + ey 3 )) 
exp [-(j/4 + 774)) + £ 2 (y 2 + rjl) + i2e{y 4 rj 3 - f) 4 y 3 )} 

exp [z(y 4 % - ffcVa) + z(vl + yl}^" n ^~ n dyAdf} 4 
Le choix de e = — | est optimal et done : 

(4.14) m 3 (Y 3 ) = 

™i(^3 + (j/4 + *^3, ^4 - «22/3))m 2 (-y3 - (i/4 + ^3, ^4 - igl/a)) 

2 -n 7r~ n exp -[y 2 + fjl\dy 4 dfj 4 

Si on se contente d'un embryon de calcul symbolique a savoir que 
le compose de deux antiwick est modulo un operateur compact un 
operateur d'antiwick on a a priori besoin de beaucoup moins. 

On ecrit done : 

(4.15) exp (ia((Y 3 , Y A )) = 1 + ia(Y 3 , Y 4 ) [ exp (ira((Y 3 , Y A ))dr 



Ce qui revient a changer dans le reste integral de (14. 15ft ; le premier 
terme de (I4.15P donne Fi(Z, Z)F 2 (Z, Z) le reste integral domine un 
operateur borne par : 

(4.16) \\R\\c(f°,f°+i) < 



C 



j (|Vymi| + |mi|)(y)drj (J (|V y m 2 | + \m 2 \(Y))dY 



En effet appliquer F s dans F s+ i consiste a etudier les normes dans 
II ' \\c(b s ) des operateurs D-^i o B = (Z® 1 F(Z, Z)) qui correspondent 
aux fonctions mi(Y) = (idy — ^) l m(Y); ceci pour < I < j. 
Corollaire 1. SiN a = (n+ \ z \^)^u-wick ^ dors 
(4.17) N a #Np = N a+P + RRe C(B S , £'-*<°rt-0-i). 



On se ramene en effet aux cas ou 9la et < et on ecrit 
(4.18) N_ a (Z,Z) = 

— — dt \Y\ 2 dY 

exp (-(1 + n)t)t a expi(YZ + YZ)-^—exp (- 







r(a) t 7r n t r ' 
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Le corollaire est done evident. Cela sera generalement vrai pour toute 
superposition adequates de mesures. 

Reste a traiter le cas du calcul symbolique qui implique une fonction 
de troncature dans dans la classe S(l, G),etk discuter ses constantes de 
structure qui de toute evidence jouent un role crucial dans le resultat. 

Soit x e C£°(R n ©R n ). 

On note \ sa transformee de Fourier pour le produit scalaire de 
R n © R n note (X.Y) = 2VIXY. 
On a done : 



(4.19) x(Y) = I exp {-i{YZ + ZY)) X (Z)dZ et X {Z) 

dY 



exp(t(YZ + ZY)) X (Y))- 



(2tt) 2 " 

Done l'operateur ■y/ Lntl ~ wlck a aV ec les notations precedentes pour fonc- 
tion 

(4.20) m(Y) = exp (-l\Y\ 2 )(2n)- 2n x(Y) 
Done 

(4.21) < J exp(~\Y\ 2 )(2n)- 2n \x(Y)\dY 



<sup|x(F)|(2vr)-"< 

2 p, comme Q 2n -i = 

Stirling que 



Y ~ 2n2 n ir n 

r(n) 



Si R = n^p, comme f^n-i = 77-1 on trouve que par la formule de 



(4.22) ||x on *~ ,wc l < k n p 2n si Hxlloo < 1 et suppx C B(0,R) 

Cette inegalite f)6.2p montre que les normes d'operateurs s'ameliorent 
avec la dimension pourvu que p < &T 1 / 2 ou k est une constante uni- 
verselle que l'on pourra calculer si necessaire. Si n — > 00 on pourra 
negliger les operateurs vivant dans des regions suppx C B(0, pn 1 ^ 2 ) et 
ces termes sont totalement negligeables si en outre A < fori si p < k^ 1 . 
On a done : 

Proposition 4.1. Soit £>($) = x(b anU ~ mck (^)) ou tt est le projecteur 
de Bergman de L 2 (C n , v') sur le sous-espace ferme des fonctions entieres 
deL 2 (C n ,v'). 
Si : 

i) H^-^Hioo < 1 

ii) supp b antt ~ wtck C Ei = {z; \z\ < pn 1 ^ 2 }, where p < 4j 

(4.23) ||-B||/:(l 2 ) < ll-Slli/s 1 = °( n ) when n — > 00. 
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5. Fin de la preuve 
L'ellipticite transverse entraine que : 

(5.1) a m (z,z) > C \z\ m 

II est done naturel de prendre les symboles S(m, G) avec 
Definition 3. 

(5.2) m(z) = (n^ + \z\r, G n , z = 

et S(m, G) la classe des fonctions satisfaisant a 

mmf(z,z)\\ C( y P 0,v; ia )<Cm{z) 

V p ,g es t Vp muni de G. 

\dz\ 2 

i nji*Dj yj a ,z — ; 

temperees des que a > 1. 



Remarque 3. Les metriques G a>z = ~pu|2 son ^ bien sur lentes et 



Comme (JEU) fait que a wick E S^n 1 / 2 + \z\) m ,G); a T E S^n 1 / 2 + 
\z\) m ~ 2T n T , G), pour < r < m. 

La condition (15.1 1) entraine que dans une zone E = {z; \z\ > CqH 1 / 2 ) 
ou Co ne depend que de a mck , onari = Yl™=i a r S ((n l I 2 + \z\) m ~ 2 , G). 

Soit a anti - wick = a m (l + a" 1 ^), r = a^r x E S{{n l l 2 + \z\)- 2 ,G) 
dans E Q , done si on augmente encore Co, |r (2:, ^) | < 1/2, ce qui fait que 
(1 + r)~ 1 (z,z) E 5(1, G) dans E . 

Dans i?o on a bien : 

(5.3) a anti - wick (z,z) > Cl (n 1/2 + \z\) m . 

Les metriques G n>z etant lentes elles admettent des partitions de 
l'unite lentes [2]. Soit Xo ^ S(1,G) supportee par E on a egalement : 

(5.4) { Xo a anU - mck ){z, z) > c lXo (n + \z 2 \)^ 

Comme N m est un symbole elliptique de S(m, G), on obtient aussi : 
ce qui fait que 

(5.5) (Au,u) = ((a anU - mck ) w u,u) > c 2 (( Xo n_ f ) w u, u) - C\\uf_ 1 

Proposition 5.1. Soit -£>($) = x(b anU ~ mck (^)) ou n est le projecteur 
de Bergman de L 2 (C n , v') sur le sous-espace ferme des fonctions entieres 
de L 2 {C n ,u'). Si : 

ii) supp b antt ~ wtck C Ei = {z; \z\ < pn 1 / 2 }, where p < ^ 



(5.6) ||-B||/:(l 2 ) < ll-Slli/s 1 = °( n ) when n — > 00. 
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Preuve de la proposition Comme 



(5-7) \\Bf HS =J2^L< I £ \b(z,z)\ 2 ^dv'(z) 

f L(dz) _ i? 2n fi 2 n-i R 2n n n p 2n 
~ Jb(o,r) tt" ~ 2n7r" ~ 2nT(n) ~ 2T(n + 1) 
La formule de Stirling prouve done que 

(e 1/2 p) n 

(5.8) ||-B||/fs < C||&||.l°o jy^ — C etant independant de b et de n 

6. L'argument quand n-too. 

Le calcul de Wick remplace avantageusement le calcul de Weyl pour 
ce qui est d'obtenir des bornes des operateurs pseudo- different iels. 

II y a essentiellement un argument qui consiste a dire que l'ellipticite 
transverse va suffire a assurer une borne inferieure dans une zone Ej = 
{(x,£) E R d (BR d ; \(x, £)| > Cod 1 / 2 } pour une constante C assez grande 
dependant du seul operateur. 

Le controle de Ef est plus delicat. 

II y a une troisieme zone E 3 = {(x,£) G R d © R d ; \(x,£) < Cod 1 / 2 } 
cette fois e'est une zone bornee avec pour c une constante universelle 
egale a -, cette zone pourra aussi etre negligee. Les difficultes n'arrivent 
que dans E 2 = {(ar,0 eR d ® R d ; c d 1/2 < \(x,g)\ < Cod 1 / 2 , zone dans 
laquelle l'anti-symbole de Wick [3], n'a pas vraiment de signe. 

La variable (x, £) ecrite ici est bien-sur la variable eclatee Y de la 
section precedente, elle ne vit pour ce qui nous concernent que dans 
E c = {(X,X n ) el n ® R n ; \X\ < CA 1 / 2 }. II suffit d'observer que si 

(6.1) CA 1 ' 2 < ic d 1/2 => E c n E 2 = 0. 
Ce qui sera assure des que A et d satisfont a : 

(6.2) Ad^ 1 < —, avec une constante universelle C\. 

Remerciements 1. L'auteur tient a remercier tout d'abord le refeeree 
pour ses remarques d'une aide considerable ainsi que les professeurs 
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Appendix A. Comments about the paper, by R.Lascar 



The author extends to high and eventually infinite dimensions the 
results obtained with R. Lascar in "Inegalite de Melin Hormander en 
caracteristiques multiples" , to appear in Israel Journal of Mathematics, 
that extended to higher multiplicities the optimal lower bound given 
by L. Hormander in his book. 

The statement of B. Lascar corresponding to the ellipticity of the 
Wick symbol is probably optimal. 

We have not seen any errors in this paper but detailed proofs of some 
statements are missing. 

Our remarks are as follows: 

• It might be a good idea to restrict the attention to the case 
when the characteristic set is a linear symplectic space on which 
the symplectic form is uniformly nondegenerate in a reasonable 
sense. In this way we have established an extension of the 
Darboux lemma to large dimensions that would allow to avoid 
the developement of a full calculus of Fourier integral operators 
and general canonical transformations. 

• The author claims that he can microlocalize-by means of a 
pseudodifferential operator-the essential part of the problem 
to a domain in phase space, 

E c = {(X,X n ); \X\ < CA 1/2 , \X n \ < C}, 

where A > 1 is a large parameter, and the characteristic variety 
£ is given by X = 0, where X = (x, £) G M. 2d . Does there exist 
in the preceding works of B. Lascar or elsewhere in the literature 
the material allowing this reduction in high dimension? 

• It seems also that one has to specify the assumption far from 
£. We suggest to assume 

^5((x,0,S) < Pm (x,0 < C5((x,0,S), 



i + d((x,z),T,y 



where £),£) denotes the Euclidean distance to £. Far 
from £ one may then apply Garding type arguments (as in the 
recent work of J. Nourrigat and R. Lascar). 
The author's remark that the domain {z; \z\ < pd 1 ^ 2 } where 
p = Const. < 1/y/e, is pertinent and deserves to be retained. 
Here z is the complex variable corresponding to X after a partial 
Bargmann transform. 

The same is valid for the study of the region \z\ > Cd 1 ^ 2 , where 
the constant C depends on the operator. 
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• His assertions about Wick calculus, Bargman/FBI transforms, 
Toeplitz operators are valuable and interesting. 

Bernard Lascar. Institut de Mathematiques. Analyse Algebrique. 
Tour 15-25 5. Universite Pierre et Marie Curie. 2 Place Jussieu 75005. 
Paris. France. 
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